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EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES DE
ECUACIONES DIFERENCIALES FRACCIONARIAS

Pucheta, Pablo I.!

Resumen

En este trabajo estudiaremos el problema de la existencia y la unicidad de
la solucién de ecuaciones diferenciales no lineales de orden fraccionario,
usando la derivada de Caputo como el operador diferencial. Abordaremos
esta cuestién mediante una equivalencia entre una ecuacién diferencial
fraccionaria y una ecuacion integral de Volterra de segunda clase.

Palabras Claves: Ecuacién Integral de Volterra, Célculo Fraccionario
v Transformada de Laplace.

1. Introducciéon

Es conocida la importancia de las ecuaciones diferenciales en la modelizacién de
fenémenos estudiados por diversas ciencias. Al ser concebido el Célculo fraccionario
como una generalizacion del Analisis Matematico, es natural encontrar en su ambito
estudios sobre ecuaciones diferenciales fraccionarias andlogos a los realizados sobre
ecuaciones diferenciales ordinarias que pueden ser vistos como correspondientes unos
de otros, pero tambien surgen diferencias como ser las posibles interpretaciones fisicas
segun el tipo de derivada fraccionaria que se utilice.

El proposito de este articulo, que reune los resultados que formé parte de la tesis de
Licenciatura en Matematica de Pablo I. Pucheta bajo la direccién del Dr. Ruben
A. Cerruti, es solucionar el problema de la existencia v la unicidad de ecuaciones
diferenciales fraccionarias mediante una equivalencia con una ecnacion de Volterra
de segunda clase.

Antes de comenzar es necesrio realizar una revisén de conceptos elementales que luego
utilizaremos a lo largo de este articulo.
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2. Preliminares

En esta seccién se daran las definiciones de funciones que son muy importantes en
la teorfa del calculo fraccionario a saber, la funcion Gammea de Euler, la funcién Beta
v la funcién de Mittag-Leffler como asi también la relacién entre la funcién gamma
v la funcién beta.

2.1. Ecuaciones Integrales

Una ecuacion integral se define como una ecuacion funcional que contiene a la
funcién incognita dentro del signo de la integral.

b
B(z) = f(z) + / K(z,t)®(t)dt (2.1)

23

donde f y K son funciones conocidas y @ es la funcion incognita. (cf.[?])

Dentro de la tedria clasica de las ecuaciones integrales, por un lado tenemos las ecua-
ciones integrales de Fredholm y por otro las ecuaciones integrales de Volterra. En las
ecuaciones integrales de Fredholm la regién de integracién es fija, tal como(1.2.1),
mientras que en las ecuaciones integrales de Volterra la region de integracion es va-
riable.

Sea I = [0, T] un intervalo cerrado y acotado, conT > 0y S = {(z,5): 0 < s <z <T}.
La ecuacién integral de Volterra mas general viene dada por

U(z)®(z) = f(x) + f: K(z,s,®(s))ds (2.2)

donde ¥, f,® : I — R son funciones continuas y K : SxR — R es el nicleo de la
ecuacion integral.

2.2. Funcion Gamma

La funcién Gamma de Euler generaliza el concepto de factorial de un niimero n,
n > (0 y permite tomar valores no enteros e incluso valores complejos.
La Funcién Gamma, se denota por I' v es definida por la integral

Dlz)e= ‘/000 et dt (2.3)

la cual converge en el semiplano complejo Re(z) > 0 (cf.[8])
Una de las propiedades de la Funcién Gamma es la siguiente:

[(z+1) = 2T(z) (2.4)

la cual se demuestra, usando intregracion por partes en (2.3). En particular si n € N
se obtiene:I'(n + 1) = nl'(n) = n(n — 1)! = n!
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2.3. Funcion Beta

La funcién Beta se define mediante la integral
1 4
B(z,w) _/ s 11 —s)"'ds (Re(z) >0, Re(w) >0) se R (2.5)
0

Esta funcién esta ligada con la funcién gamma por la siguiente relacion:

T(z)I(w)

B(Z, EL-') = m

(2.6)

2.4. Funcion de Mittag-Leffler

La funcién exponencial e juega un papel importante en las soluciones de ecua-
ciones diferenciales de orden entero, por eso es logico esperar que en las ecuaciones
diferenciales fraccionarias exista una funcién que desemperne ese rol similar, tal es
asi que esa funcién es la Funcién de Mittag-Leffler que generaliza la funcién ex-
ponencial. Para lo que sigue ver([8])

La funcién de Mittag-Leffler se define como

0 k
_ N 2
E.(2) _;7“@“1) 2€C, a>0 (2.7)

v la funcién de Mittag-Leffler de dos parametros se define como

o0 k

z
E = — o, f 2.8
25(@) =D ks g A0 )
k=0
Notemos que si a = 1 entonces:
n Sig=1
Bu) =3 rrie = 2 e =
= k1) U 8
m Sifg=2
N N A | e’ —1
E = =T o — T -
12(2) ;r(km) ;(m 1)! ; z (k+1)! z
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3. Operadores de Derivacion e Integraciéon Frac-
cionarios

En esta seccién se dan las definiciones de ciertos operadores fraccionarios. Se
muestran algunas propiedades de estos operadores que nos sirven de base para la
préxima seccion ver (cf.[8])

3.1. Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville

Definicién 1 Sean feL'[a,b] y o € RY. La integral fraccionaria de Riemann-Liouville
de orden a > 0 es definida por:

1 * -
29y = m/{; (x—s)*'f(s)ds a<z<b (3.1)
1. S{ a < 1 la integral en (2.1.1) es impropia
2. ST a < 0 la integral diverge

3. Si 0 < a < 1, la integral impropia converge

Dos propiedades importante de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville son

(cf.[8])

1. Bajo ciertas condiciones impuestas sobre f se tiene que

lim 12 f(z) = f(z) (3.2)

2. Sean a , p € Rt y f € L'[a,b]. Entonces
(I f (@) = I f(z) (3.3)

3.2. Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouville

Definicién 2 Sea o € RY ym — 1 < @ < m. La derivada fraccionaria de orden «
de una funcion f es definida por:

dm 1 T
-t m—o—1 Hdt| = D™ ([m—« - 4
dxm [F(m = Ct') l (I ) f( ) ( a f(‘T)) (3 )

D5 f(x) =

Paraa=Fkcon k€ Ny z > ay (3.2) se tiene que

DE f(x) = D} (I0f(x)) = D" f(a) (3.5)

Por lo tanto, la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden a = m coicide
con la derivada convencional de orden m
Dos propiedades importantes de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville son

(ct.[8)):
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1. Sean a > 0y x > a. Si f € L'[a, ], entonces
D (I3 f(x)) = f(z) (3.6)

2. Seann —1<a<mn,neNy fe La,b]. Entonces
n _ (z — a)*~

IZ (Dgf (@) = f(z) - Z[Dii_“f(ﬂ?)h:am

i=1

(3.7)

3.3. Derivada Fraccionaria de Caputo

En esta pardgrafo vamos a dar otra definiciéon de derivada fraccionaria de orden
«; Derivada Fraccionaria de Caputo y se enunciardn algunas propiedades de este
nuevo operador. Ademads se establecera una importante relacién entre la Derivada
Fraccionaria de Riemann-Liouville y la Derivada Fraccionaria de Caputo.

Definicion 3 Sea o € R, m — 1 < a < m. La derivada fraccionaria de Caputo de

orden « de una funcidn f, se denota como DS, y es definida por

1 = — d'nl m— T
DLf(z) = m/ (x—1)™° lﬁf(t)dt = I"™*D™ f(x) (3.8)

para a <x < Db

Veamos ahora una importante relacion entre la derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville con la derivada fraccionaria de Caputo.(cf.[8])

Lema 1 Sean o > 0 y o = [m] (parte entera). Supongamos que f € AC™[a,b].
Entonces

D f(x) = DG [f — Tna[f;al] (3.9)

en casi todas partes, donde T,,_1[f; a] denota el polinomio de Taylor de grado m — 1
para la funcion f, centrado en a. Osea

m. 1[f (T Z f ﬂ‘)i (310)

Observacién. 1 S7 f es una funcién para la cual D2, f y D f eristen, con a € RY,

ademds D' f(a) =0, i =0,1,...... ,m — 1. Entonces
Dg, f(z) = D3 f(z) (3.11)

En efecto, teniendo en cuenta la linealidad de la derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville y (3.9),(3.10) se tiene que

D2f(x) = D2lf —Tnalfial) (@)
= D3f(x) — DTmnlf; al(a)

o
D

*(1
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m—1 i
D= DeT, (f;al(z) = Do ( @) (a:—ar‘)

0
@ e,

i=0

(r—a)"@

m—1 D(i)f(a) F(? + ]-)
2

LT T(i-a+l)

Luego

Ml ol
D f(x) =Dsf(z) = ) r(z—iﬁ)n

=0

(x —a)—™ (3.12)

4. Existencia y Unicidad de la Solucion de una
Ecuacion Diferencial Fraccionaria

En este seccidn, se tratara la teoria sobre la existencia v unicidad de la solucion
del Problema de Valor Inicial asociado a las ecuaciones diferenciales ordinarias de
orden fraccionario del tipo DS f(x) = f((z,y(x)) con la derivada de Caputo, con
condiciones iniciales adecuadas. Para las definiciones siguientes ver (cf.[1])

Definicion 4 Una ecuacion diferencial de orden fraccionario ay, siendo oy un nime-
ro real es una relacion del tipo

F(z,y(z), D3'y(z), ..o, D*y(x)) = g(2) (4.1)
donde F(x,y1(x), ....... Yn(x)) y g(x) son funciones reales conocidas y D%* son ope-
radores diferenciales fraccionariios con ay >0 y o < g < ..o < ay,

Definicién 5 Se denomina solucion de una ecuacion diferencial fraccionaria a cual-
quier funcion y(x) que verifique la igualdad (5.0.1)

Definicion 6 Diremos que una ecuacion diferencial fraccionaria es lineal si tiene la
siguiente forma

m—1

Po(x)y(x) + Z ¢i(x) Dty (z) = g(x) (4.2)

donde ¢;(x), (i =1,...... ,m—1), g(x) son funciones conocidas y D, (i =1,...m—1)
son los operadores fraccionarios.
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Definicién 7 1. Cuando se cumple que las funciones ¢;(x), (i = 1,...,m — 1)
y g(x) son constantes, diremos que la ecuacién diferencial fraccionaria es de
coeficientes constantes.

2. 81 se cumple que g(x) = 0, diremos que la ecuacion diferencial fraccionaria
lineal es homogenea.

Definicién 8 Sea a € R" n = [a] +1 y g: A C R2 — R. Entonces, la ecuacién
D4 f(x) = g(z, f(2)) (4.3)
sujeta a las n condiciones iniciales
90 =8, (i=0,1,...,n—1) (4.4)
es llamado el Problema de Valor Inicial tipo Caputo.

El estudio de la existencia y unicidad de la solucion del Problema de Valor Inicial
(4.3) v (4.4), como hemos dicho en la introduccién, se basa en reducir este problema
a una ecuacion integral de Volterra de segunda especie. Esta equivalencia se muestra
el siguiente teorema. Ver (cf[6])

Teorema 1 Sea o € RT. Supongamos que g : [0,h] x A - R, A C R es continua con
respecto a la variable x en [0,h]. Una funcion f € Cla,b] es solucidn del Problema
de Valor Inicial ({.3) y (4.4) si y solo si es solucion de la ecuacion integral del tipo
Volterra

n—1

1@ =Y s+ s [ @= 0t ) (45)

=)
donde n = [a] +1

Demostracion.
=) Por el Lemma 1 la ecuacion (4.3) se puede escribir como

9(z, f(x)) = D f(x) = D* (f — Toalf; 0)) () (4.6)

= D" {f = Toa[f; 0]} (2)

n—1
—ox bi i
= DPIp (f(a:)—zﬁx)

i=0

Por hipotesis g es continua, entonces,

n—1 £
DnI[?—r.t (f(x) o lxa)
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es continua y por lo tanto

n—1
be i i

i=0

Por otro lado, teniendo en cuenta (4.3) y aplicando (3.7) a

e (f(x) 3 b—,)

n—1
Ryl f@) = D" (I;;-“ (f(:v) —Zf’—))

n—1 n—1 n—1 i

—x bi i 7 Th—Ck bi i ;I:J

- I (f(x)—zﬁx)— {D: (ID | (f(x)—zf—;a:))l o
i=0 §=0 i=0 =0 "

Por la regla de Leibitz, se tiene que

n—1 n—1
—a bi 1 n—o ] bl i—]
DIy (f(m)—E i )—f (fl(m)—i o )
L o =

i=0

Repitiendo este mismo procedimiento j veces (j = 0,1, ...... ,n — 1) se obtiene que

f ( L

Sien latiltima expresion hacemos el cambio de variable s = é, v llamando

n—1
: b =
o Vi TL— (¥ Y Bl
A=D (Io (f(.r) :E—O Pk ))
se tiene que

1 1 ‘ n—1 h o
A = 7] xn—m—l Poesiig n—a—1 J(+) — ' t ' 3V ) xds
e [ (m > e )

cte

;Er17(1 l n—o—1 ;l- rl71 bj_ t—’j
— m]n (1—8) l(f (;L‘S)_ 2, (I—_;P)F(/ES) )ds
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comon>a=n—a>0

lim A = 11111 [ / (1 —s)na! (f‘ zs)
z—+0 n — (1»

Por lo tanto

,_

’) ds] =0
n—1 b
lim D’ (15*—0 (f(:r) —‘g;i)) =0 (4.7)
r— 2!
i=0

Lg(x, f(x)) = I} (f(f) Z f!r) (4.8)

i=(

Luego

Aplicando el operador derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden n — a a
ambos miembros de (4.8) se tiene

1

Dy Iigw.f(x) = Dy °I " (f(’r Zb— )
1

i!

—cx bi i
Dy°g(z, f(z) = f(2) =3 _ @ (4.9)
Luego, teniendo en cuenta que Dy* = I v despejando f(z) en (4.9) obtenemos
n—1 B .
f(@) = 15g(. f(2) + Y o' (4.10)
i=0

<) Por hipotesis se tiene que

F@) = Io(e, f@) + Y et (1.11)

i=0
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aplicando la derivada fraccionaria de Caputo a ambos miembros de (4.11) y usando
la linealidad D¢, se tiene

n—1
bi
DLf(z) = Dy (Ié‘g(r,f(x)HE gx)
i=0

n—1
o bl i o Fo
= Dg (Z ?—,:r) + D% Igg(x, f(z))

i={)

i
=0

n—1
—a nyn bi i A
- D (Z —r)wmfa gz, ()

1
=0

= g(z, f(z))

Para obtener las condiciones iniciales, derivemos i veces (4.5). En efecto

FfO(z) = DO (Z %r‘) + D® (ﬁ '[OI(T — t)“‘@(t.f(t))) dt

J=0

n—1
: b, . i
- 00(8 %)+ 0% ote s
——

i=0 ¥ i<a=i—a<l
n—1 b
_ J A —1 i—cx '
< ; (J_E)!I: +%:/g(.r,f(ﬂ?))
n—1 b o
= Yoyt E e f@)
n—1 z
= Y b [ @0 o
A CEh) N N CED k.
cv : t=szr=dt=zdsy (x—t)=z(1—3s)
n—1 1
— Z - b,‘ : pd i 5 1] I_rt—i—l(l o S)”_i_lg(S,f(S)).’EdS
= (j—1)! Cla—1) Jy
n—1 —i 1
b“ v pet ] 3%
= — P A [ (1-38)""g(s, f(s))ds
;(j—z)! T(a—1) J,
n—1 F
b o et 1 )
= b L ——— [ (1= 9)* " g(s, f(s))d

uego

Fi0)=b; (i =0,1,.,n—1) (4.12)
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Ejemplo 1 Teniendo en cuenta la definicion 8 , con o > 0 y k = 1,2, ....n — 1
consideremos el siguiente Problema de Valor Inicial.

3

Diyy(z) = y(z) (4.13)
y(0) =1 (4.14)
y*(0) = by (4.15)

siendo g(x,y(x)) = y(x), satisface las conciones del Teorema 1, por lo que existe una
inica funcion continua que verifica el Problema de Valor Inicial. La ecuacidn integral
correspondiente a este problema es

1 ‘ a-1
y(z) =1+ F(cv)j(; (x —t)*  y(t)dt (4.16)

y las iteraciones de Picard vienen dadas por

1 ¥ ;
yo(z) =1+ —/ (x—1)*y,_1(t)dt n €N con yy(z) =1 (4.17)
I'(a) Jo

Es decir

1 £ 1
lr)=14+—— r—t)*tdt=1+ ———2°

1 * 1 1
=1 - 1 a—1, Hdt =1 -0t )2(.1
va(2) =1+ s ff, (@ =" () TTar)” "TT2e+ )"
En general se tiene que:
( ) 12 1 ot + 1 20x + 1 o
yulx) = 1 x4+ 2"
4 Tla+1) " TRa+1) Tna + 1

Por lo tanto _
) o0 (:Brx)u
ylzr) = lim y,(x) = — = F. ("
Luego, y(z) = E,(x®), que es la funcion de Mittag-Leffler, es solucion del Problema
de Valor Inicial.
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9.

Concluciones

A lolargo de este trabajo hemos dado las condiciones de existencia y unicidad de la
solucion para una ecuaciones diferenciales de orden fraccionario, lo cual es considerado
como una generalizacion del Teorema de Picard para ecuaciones diferenciales de orden
entero. Ademas hemos usado la derivada fraccionaria de Caputo y la equivalencia con
las ecuaciones integrales de Volterra de segunda especie. Por lo tanto, se concluye que:

1

Las ecuaciones diferenciales de orden fraccionario son una generalizacién de
las ecuaciones diferenciales de orden entero, es decir tiene la particularidad de
permitir abordar fenomenos diferentes de los cuales las ecuaciones diferenciales
que los describen son casos particulares del orden fracionario de la ecuacion
original. Como hemos visto en el ejemplo, si tomamos a = 2

La equivalencia entre las ecuaciones diferenciales de orden fraccionario con las
ecuaciones integrales de Volterra de segunda especie fué fundamental para el
desarrollo de este trabajo.

. Las condiciones de existencia y unicidad del Problema de Valor Inicial (4.3)

y (4.4) son similares a las condiciones de existencia y unicidad en ecuaciones
diferenciales de orden entero.

En efecto: Si g : [0,h] X A — R continua en A C R, entonces sabemos que existe al
menos una funcién que es solucién y si ademas le pedimos que g : [0,h] x A — R
sastifaga la condicién de Lipschitz con respecto a la segunda variable, la solucién es
tinica. (cf.[2] teorema 6 pagina 185)
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