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ALGUNOS RESULTADOS SOBRE LA SOLUCION DE UN MODELO
MATEMATICO GENERALIZADO PARA LA CINETICA DE DISOLU-
CION DE SOLIDOS POLIPISPERSOS

Luis T. VILLA® y Pedro NIEVA®@

RESUMEN: En el presente articulo, se aborda el andlisis sobre el comportamiento de la solucién del
siguiente modelo matemdtico consistente en un problema de valor inicial (PVI} para una funcién  y
= y(£) conexa a la conversién global x = x(1) de un proceso de disolucién de un s6tido polidisperso en
ausencia de reaccién quimica, emergente de un modelo cinético formulado por Quiroga et al. (1992) -
para describir e] citado fenémeno,

dy

2 —-1- play* @) + by (r)+cy(r>lz>o

YO =yp, —1<yes0

se consideran restricciones generales de raiz experimental y particulares deducidas matemiticamente
(con significancia fisica) para los pardmetros a, b, ¢, p.

Se obtiene informacién sobre el comportamiento de la solucién del precitado (PVI), y consecuente-
mente sobre la conversién global x = x(z) en particular sobre el comportamiento asintdtico.

ABSTRACT: In this paper, an analysis regarding the behavior of the solution of the following initial
value problem (IVP) for the function y = y(1)

D 1= Pl 0+ b0+ 00} 50

¥0)=y, -1<y,%0

is presented,

Such function y = ¥} is related to the global conversion function x = x(z) in a kinetic model formu-
lated by Quiroga et al. (1992), in order to describe the dissolution rate of polidisperse solids without
chemical reaction.

Regarding the parameters g, b, ¢, p general restrictions of experimental nature and some additional of
mathematical type are considered.

Information on the behavior of the function y =y(f) and consequently on the global conversion
x =x(t) is obtained (in particular on the asymptotic behavior).
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INTRODUCCION

El propésito del presente trabajo es presentar un andlisis y sus correspondientes
resultados con vista a complementar y en algin sentido generalizar lo hecho en un
artfculo de Villa er al. (1997) referente al comportamiento de la solucién de un
problema de valor inicial (PVI) descriptivo de la cinética de disolucién de un sistema
sélido polidisperso.

En efecto, en el precitado articulo, tomando como base un trabajo de Quiroga et
al. (1992), se vi6 que el antes mencionado (PVT) descriptivo del fendmeno bajo andlisis
viene constituido por la siguiente ecuacién diferencial de primer orden no lineal y su
respectivo valor inicial: :

%=~-1-"p[ay3 +by2+cy],t>0
t

(n
y0)=0

con los pardmetros a, b, ¢, p satisfaciendo las restricciones

a>0,b>0,¢>0 2)
O<p<1 (3)

y la funcién incégnita y = y() de la variable independiente tiempo ¢ relacionada con la
conversion global x = x(¢) del proceso mediante la expresién:

x(0)=-fay* @) + by* @ + &y 0)] @)
quedando a priori establecido el siguiente

—1<y(1)£0, V>0 (5)
como rango de variacidn para y = y().

En Villa et al. (1997), teniendo presente la restriccién general dada por (2) para
los pardmetros a, b, ¢ y la dada por (3) para el pardmetro p, se obtuvieron resultados
sobre comportamiento asintético y de dependencia pardmetrica para la solucién del
modelo expresado por (1). Como puede verse en tal articulo, los resultados se obtuvie-

ron esencialmente en base al uso de ciertas propiedades derivadas para la funcién
F = F(y) definida como:
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F)=-1-play* +by* +cy) ©)
destacindose de que tal funcidn es la del segundo miembro de la ecuacién diferencial
del modelo (1). -

Las propiedades para la citada funcién se establecen en correspondencia con un
conjunto oportuno de restricciones adicionales a (2) y (3), establecidas para los para-
metros a, b, c, p.

Tales restricciones, precisamente proveian condiciones suficientes a fin de que la
funcién F definida por (6) posea uno de sus tres ceros comprendido en el intervalo
(-1, 0).

En el presente trabajo se aborda el andlisis de] comportamiento de la solucién del
siguiente modelo como generalizacién simple de (1) respecto del dato inicial y el rango
previsto para el pardmetro p:

d
d—fz —l—p[ay3 +by? +cy],t >0

D
y0)=y, ~1<y,<0

asumiendo a priori para los pardmetros a, b, ¢ la restriccién de cardcter general dada
por (2), en tanto que para p ahora se consigna
p>0 8

interesando como solucién de (7) una funcién y = y(f} continuamente diferenciable con
rango establecido por (5).

Comportamiento de F = F(y)
Ordenamos ¢l andlisis segtin las variantes que se ilustran a continuacién:

{a) Silos pardmetros a, b, ¢, p verifican las siguientes restricciones adicionales

pla+tc-b)<1 (9)
b —ac<0 (10)

entonces resulta que F no posee ningin cero en el intervalo [-1, 0].
En efecto, de (6) se infiere que

F(0)y=-1, F(-l)=-1+pla+c-b) (11)
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por otra parte, siendo

2 z
f—:—p|i2ay2 +a[y +2) _b ac] (12)
dy a a
se sigue que
IO __peco C13)
dy
v de que la restriccién
b> —ac<0 (14)

provee una condicién suficiente a fin de que

aF <o, Vye (-1,0) (15)
dy

Luego, es claro que si se impone la restriccién

F(-1)<0 (16)
esto es precisamente decir [ver (11)]

pla+c-b)<l - (17)

en virtud de (11} y (13) se concluye el comportamiento anunciado para la funcién F.

Ot i6n 1
Nétese de que la siguiente desigualdad
1< F-1) as)
emerge como una consecuencia de lo explicitado precedentemente.
Efectivamente, si se diera lo contrario a (18), esto es
F(-1) <=1 (19)

en virtud de (11) y (13) debe existir al menos un valor y(—1<y<0) tal que
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F(y)=-1 (20

y en consecuencia, por (6) se tiene

ay’ +by+¢=0 (21)
es decir
b5\ dac-b*
ay+-—| +—==0 22
(y ZaJ 4a . (22)

de donde se infiere que debe cumplirse la siguiente desigualdad
b*—ac>0 . (23)
notandose que (23) es contradictoria con (10).

El siguiente es un ejemplo de conjunto de valores para los pardmetros que verifi-
ca las restricciones (9) y (10):

a=1,b=1 c=1 p=05 (24)

En la Fig. 1 se ilustra una representacién grifica de la funcién F, obtenida para
los valores parameétricos consignados por (24).

0.4 F
0.5
-0.6
0.7
-0.8

-0.9
1 Y4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig.1: a=1, b=1,c=1, p=05

Como puede apreciarse, se ratifica lo previsto en la presente variante (a) sobre la
ubicacién de los ceros de F. '
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En vista a lograr sistematizacidn y practicidad de procedimiento en ¢l tratamien-
to del problema bajo anilisis, se destaca que la precedente gréfica, fue obtenida proce-
sando el siguiente (PVI) generado a partir de (6) para la funcién F.

.Zi:j;pazz -2pbz+ pc, 0<z51
z

(25)
F(0)=-1

donde se debe tener presente que la variable auxiliar z se vincula con y mediante la
transformacion ’

y=-z (26)
b) En primer lugar es oportuno definir los pardmetros auxiliares A, y A, como sigue:
Ay =4ac—-b*, A, =+b*~3ac @7

Entonces, si los parametros a, b, ¢, p en el modelo (7) verifican las siguientes
restricciones adicionales a (2) y (8):

a-b+c>0 (28)
1
> — 29
P a-b+c (29
8a
P?*b—z 30y
b >3ac 3D
b<3a (32)
c+3a>2b . 33
Ay —0° (34)
2 . 2
(B+24,) iay > 12a 33)
9 P(b“Al)

resulta que la funcién F posee sus tres ceros en el intervalo (-1, 0) y ellos son distintos.
En efecto, en virtud de (8), (11) y de la continuidad de F se sigue que (28) y (29)
proveen una condicidn suficiente para que tal funcién posea al menos un cero en el in-
tervalo (-1, 0). A su vez, del cardcter polinomial de F se infiere rdpidamente de que
(30) y (32) aseguran de que de haber ceros en el intervalo (-1, 0), estos serdn distintos.
Finalmente, la existencia de tres ceros para F en el intervalo (-1, 0), se asegura
requiriendo que dicha funcién posea un méximo positivo y un minimo negativo cuando
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y varfa entre -1 y 0. Precisamente, tal comportamiento se logra imponiendo las
restricciones (31), (33), (34) y (35).

En la Fig. 2 se ilustra una gréifica de F obtenida procesando el (PVI) explicitado
por (25) usando los siguientes valores para los pardmetros:

a=087, b=115 ¢=04 p=30 (36)

verificindose naturalmente las restricciones (2}, (8) y (28) a (35).

8.5

F

8.2 8.4 8.6 2.8 y 4

Fig.2: a=0.87, b=115, ¢=04, p=30

Como puede observarse, se¢ ratifica lo previsto por la presente variante respecto
del comportamiento de la funcién F.

Denotando con y', y*e y* alos referidos 3 ceros de F, de (26) y la Fig. 2 se tie-
ne:

yl=—z, yi=-z,, ¥y =-1z, 37

Comportamiento de la solucién del modelo (7)

En esta seccién obtendremos resultados sobre el comportamiento dindmico de la
solucién del (PVI) (7) en correspondencia con las variantes (a) y (b) presentadas y ana-
lizadas en la seccién previa respecto de propiedades para la funcién F definida por (6),
en términos de restricciones derivadas para los parametros a, b, c, p del modelo.
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Variante (a)

En tal caso, recordamos que para los pardmetros se imponen, ademds de las con-
signadas por (2) y (3) de caricter general, las establecidas por (9) y (10).

Entonces, al inferirse a partir de (9), (10) y (11) la estricta negatividad de
F = F(y) para todo y del intervalo [—1, 0], de (7) se concluye que la solucién y = y(f)
de tal (PVI) serd una funcién estrictamente decreciente a partir de su valor inicial
¥o <0 al transcurrir la variable independiente tiempo £, Esto es

ﬂ<0, V>0 (38)
dr

Consecuentemente, se tiene que en esta variante el proceso de disolucion evolu-
ciona en forma mondtona hacia el valor extremo de la conversidn global x = x(¢) al que
llega con velocidad positiva en correspondencia con el valor minimo y(¢) = ~1, no arri-
bandose por lo tanto a un estado estacionario para el fenémeno.

En efecto, de (4) se sigue

2
@=-(3ay2(z>+zbyo)+c)%=—l2ay2(t>+(y(r)+3] —sz'—“")}ﬂ (39)
a

dt a dr

por lo que en virtud de (2), (10) y (38), de (39) resulta

ﬂ >0, Vi>0 (40)
dr

En la Fig. 3 siguiente se ilustran curvas grificas de la solucién y = y(r) de (7),
obtenida computacionalmente usando un conjunto de valores para los parimetros, de
modo de verificar las restricciones (9} y (10). Se exhiben 2 curvas correspondientes a 2
valores iniciales para y.
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& 05 i t 15

Fig.3: a=1, b=1, ¢=1, p=05
1):=0, (2):y=-02

Las funciones conversién globat x = x(f) en correspondencia con las funciones
¥y = y(¢) exhibidas en la Fig. 3 precedente, se ilustran en la Fig. 4. Tal figura se obtiene
procesando el siguiente PVI para un sistema acoplado de 2 ecuaciones diferenciales de
primer orden que surge de (4) y (7), esto es:

dy_ dy 3 dy 2

2 1 p[a( & ] + b( i ) + (:y(r):|

% = (3ay2(r) +2by(t)+ c)[l + p(ay3 ) +by* (1) + cy(z))] (41)
YO =y, x(0)=x,= —(ayg +hyl + cyo)

Como puede apreciarse, se ratifica lo previsto por el resultado anunciado pre-
viamente.
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X
b
0.8 )
a)
0.6
04 ' a) y0)=0 x(0)=0
b) y(0)=-0.6 x(0)=0.013
0.2
0 0.5 1 15 t 2
Fig.4: a=1 b=1¢c=1, p=05

Yariante (b)

En esta situacién, los pardmetros deben verificar las restricciones de tipo general
consignadas por (2) y (8) y las adicionales establecidas por (28) a (35).
Segin hemos establecido, en este caso se tienen 3 ceros reales y distintos

y1 \ y2 e y3 en el intervalo (-1, 0) para la funcién F = F(y) definida por (6). De (37) se
desprende que tales ceros guardan la siguiente relacidn de orden

—1<y <yr<yt <0 (42)

Entonces, estamos en condiciones de establecer el siguiente resultado sobre el
comportamiento asintético en el tiempo para la solucién y = y(¢) del modelo (7):

si V' <20, limy@)=y' (43)
t— 400

en forma mondtona estrictamente decreciente
. Yy, <y, limy() =y
Si Yy =Yo=Y¥, y y (44)
t— +oo
en forma mondétona estrictamente creciente
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si Y Sy <yl limy@)=y° (45)
t— +oo

en forma monétona estrictamente decreciente

Si Yo <y’ limy@)=y’ (46)
1 — oo

en forma mondtona estrictamente creciente

En efecto, visto el resultado establecido para los ceros de F, consignado por (41),
resulta que es procedente aplicar una propiedad demostrada por Avila Blas (1993) con
el fin de obtener el comportamiento asintdtico de la solucién de (7), arribdndose a las
anteriores conclusiones expresadas por (43) a (46).

A modo de un ejemplo test, se procesé el modelo (7) tomando los mismos valo-
res paramétricos que los usados en la Fig. 2 y datos iniciales y, segin lo consignado
por (43) a (46). Las correspondientes curvas solucidn se exhiben en la Fig. 5 siguiente

0 0.2 04 06 08 f 1

Fig.5: a=0.87, b=1.15, ¢=04, p=30
como puede notarse todo estd de acuerdo a lo previsto tedricamente.
ol 1602

Siendo los ceros yl,y2 y3 de F, soluciones estacionarias de la ecuacién

diferencial del modelo bajo andlisis, de las conclusiones explicitadas por (43) a (46)
teniendo siempre presente como resultado base al de Avila Blas (1993), surge que ¥' e
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y’ son soluciones estacionarias estables, en tanto que )* es inestable. Tal

comportamiento se aprecia claramente en la precitada Fig. 5.

Observacidn 3

Teniendo presente la relacién de vinculo dada por (39) entre fjil y ;ﬂ derivadas
t t

para la solucién de (7) y la conversidn global del proceso respectivamente, se sigue que
las soluciones estacionarias del modelo (7) implican también valores limites asintGticos

para x = x(f) alcanzados con derivada ;ﬂ nula.
t

12 . ..
Consecuentemente, denotando con x!,x%, x> a tales conversiones limites en co-

rrespondencia con los ceros y', y*, y* respectivamente, esto es

e oy} o) o] i=123 @)

se tiene que x' y x° vienen a representar conversiones extremas (lfmites asintéticos en
el tiempo). En tanto que, x* no es alcanzable nunca si el proceso evoluciona bajo las
restricciones paramétricas correspondientes a la variante (b) que nos ocupa. Tal situa-
cién se ilustra graficamente en la Fig. 6 siguiente, obtenida de procesar computacio-
nalmente el modelo expresado por (41}, usando naturalmente los mismos valores pa-
ramétricos que en la Fig. 5 y valores iniciales x(0} = x, obtenidas de (4) con valores y,
segun lo consignado por (43) a (46).

0.06
X
0.04
—— ‘hh‘_"‘“—n_
0.02
0 " ,
0 0.5 1 15 t 2

Fig. 6: a=0.87, b=1.15, ¢=04, p=30
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Observacion final

Lo antes establecido da pie para formular la siguiente reflexién, con la esperanza
de que sea de interés a investigadores en el campo del fenémeno tratado: valores inicia-
les y, en (7) pertenecientes a los intervalos

¥ <y, 20, y <y, <y’ (48)
dan lugar a la disolucién del sélido.

En tanto que, si
Paye sy, —layy <y’ 49)
Y <Yo=Y¥, Yo <Y (

evolucionarfa un fendmeno de aglomeracién de particulas del s6lido disuelto.

CONCLUSIONES

A través de un procedimiento analitico-computacional, conceptual y operativa-
mente simple, apelando al uso combinado de resultados basicos sobre el comporta-
miento de funciones de una variable (en particular polinomios) con resultados tedricos
relativos al comportamiento asintético de la solucién de problemas de valor inicial para
ecuaciones diferenciales auténomas no lineales de primer orden, se obtuvo informacién
sobre la solucién de un modelo descriptivo de un fenémeno interesante, cual es el refe-
rente a la disolucién de sélidos polidispersos en ausencia de reaccidn quimica. Tal in-
formacién se entiende, viene a proveer resultados que pueden considerarse comple-
mentarios, en ¢l sentido de que atacan aspectos no contemplados en un articulo previo
sobre el particular de Villa et al. (1997).
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Nomenclatura

® a, b, c : coeficientes que contienen magnitudes referentes a la composicién y
tamano de la muestra de sélido.

F : Funci6n auxiliar definida por (6).

p : pardmetro del modelo sometido a las restricciones dadas por (3) a (8).
¢ : variable independiente tiempo en el modelo

x : conversién global.

v : funcién solucién de los modelos (1) o (7).

z : variable real definida por (26).

¥ (i=1, 2,3) : ceros reales de la funcién F.

Caracteres griegos
* A, A, : pardmetros auxiliares definidos por (27).

Subfndi

¢ () :relativo a estado o condicién inicial
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