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PROLOGO

El teorema de las funciones implicitas (sistemas) es probablemente el mas importante
del Andlisis Matematico y en éste el determinante funcional o jacobiano tiene un rol
preponderante. Si bien las propiedades importantes de los jacobianos son aplicables en
muchos temas del analisis, nosotros queremos resaltar su relevancia en el concepto de
dependencia funcional, destacando condiciones necesarias y suficientes para la
dependencia y la independencia entre funciones. ;Cual es el motivo que nos mueve a
hacer esto? Simplemente porque la dependencia funcional cumple un papel superlativo
en Economia. En efecto, en el analisis econdmico se dan relaciones entre variables
agregadas, obtenidas a partir de las interacciones, deseos e intereses de millones de
consumidores y productores que, sin embargo, parecen ponerse de acuerdo en generar
tanto una “demanda global” o “agregada” de un determinado bien de consumo como la
correspondiente “oferta global” del mismo. Las relaciones que, con independencia del
sustrato individual que las genera, se puedan establecer entre las variables seran de la
ma\or importancia en el estudio de mercado del bien o consumo en cuestion. Surge de
esta manera una correspondencia funcional, de unas pocas variables que en realidad
estan vinculadas a millones de otras, sin que estas Ultimas aparezcan explicitamente en
el problema considerado, es decir, nace una relacién funcional reducida que no depende
del conocimiento (imposible por otra parte) de millones de opiniones. Abonando lo
antes expuesto, hacemos notar que en la descripcion cuantitativa de muchos
fendmenos naturales aparece una multitud de variables que por un proceso de
abstraccion permite descomponer un proceso complejo, en elementos mas simples. Esto
nos hace advertir que este mecanismo de obtencion de relaciones funcionales no tiene
porqué quedarse al primer nivel. No necesariamente existen variables que puedan
considerarse como independientes en términos absolutos dependiendo las demés de
ellas, sino que pueden existir niveles superpuestos descritos mediante funciones
compuestas. Caso realmente notable es el de la teoria cinética de los gases donde las
variables macroscopicas: presion (p), volumen (V) y temperatura (T), se explican en
términos de las velocidades de las moléculas que componen el gas y el de los choques
entre ellas y vienen definidas en términos de cuatrillones de variables que son las
posiciones y velocidades de todas esas moléculas, Sin embargo siempre se verifica que
T« IpV con independencia de las posiciones y velocidades argumentadas que es del

orden de 10*4 variables.

El trabajo comicn/a con la demostracion del teorema de funciones implicitas definidas
por un sistema de ecuaciones, que resulta fundamental para el tratamiento de la
dependencia funcional. Luego se hace notar, con relativa simplicidad, >untes de entrar
en la definicion y teoremas pertinentes a la dependencia funcional, como dicha
dependencia transforma conjuntos hidlmcnslonales cu conjuntos unidimensionales, es

decir, un recinto de Hl en un arco de curva (curva de Jordan)
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1.- Fundones implicitas

1.1. - Introduccién
En los cursos de Andlisis Matematico suele desarrollarse detalladamente el caso

F (a\3") =0, demostrando el teorema de existencia y unicidad, haciendo ver que si
v=/(.v)cs la funcion determinada por dicha ecuacion, entonces para todo x del
conjunto en que la funcién / (jo exista, se cumple que F[*,/(*)] =0.

Queremos en primer lugar considerar el caso de la ecuacién F (jg =0 con

el objeto de establecer si ésta define implicitamente a la y como funcién de las n
variables jg ,j&,...,xn. Por ultimo trataremos el caso general de funciones definidas por
un sistema de ecuaciones.

12. -Teorema l
Sea F(jc,,jc2...,jcny) una funcion de las A+l variables jg,x2, , continua

respecto a dichas variables en un conjunto abierto S de Rm#t que satisface las
siguientes condiciones:

Uexiste un punto (al,a2,..,,an,b)eS tal que F(ala2..,al;) =0

Ula funcion F(x,,x2, . e s diferenciable enel punto (aj%29...%n%) de R
Uexiste no nula la derivada parcial F {ay%29...%n*0’) * 0

Entonces, en un cierto entorno del punto (ava2 . d e Rn formado por las variables
XJXK2,...Xmexiste al menos una funcion y =/(xpx2, . t a | que b=f(axa2..an)
y cumple idénticamente F[xpx2,..,jew/(jcl,jc2,,.,xn)] =0 en dicho entorno de R\

Por ultimo toda funcién y que cumpla esas dos propiedades es diferenciable (por tanto
continua) en ese mismo punto (William H. Young).
Demostracion: Sera suficiente considerar el caso de tres variables que indicaremos

xty,z. Llamemos (x0,"0,r0) el punto en el cual F se anula: F(*0,y0;z0) =0. Puesto
que por hipotesis F/(x0>0;z0)* 0 la funcion 4 (x0,>0D;z)de la sola variable z es
estrictamente creciente o decreciente en z=2z0 y por ser F(.v0I=0;z) continua en
(x0#JVzo) existe un numero positivo S >0 tal que

XgF(x0,y0\z0- fi ¥
conservandose para |AXx| <§ |Ay| < 6 que

+Ar,y0O+AV1*0“ A)a (V.Y 0; r0-«'»")

* xgF(xt,yO\zat+ fi)=s
Por el teorema de Hol/ano existe para cada (\v,>)= +A v, +;V) «l menos un
punto z,+Aze(r0 -f1,z0 flui/A varios) tul que /'(.vi

es decir en (x,, +Ax,y,t +A>) el vulor r 2r0+Ar define la funcion (acaso multiforme)
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r ~f(x,y)que en el enlomo cibico de (.rnyftz0) de semiamplitud S cumple
A'l.v.v;/(.v.y)]*0.

Como por hipotesis /2 es difercnciable en (.rn,yn,r0) el incremento

U'= A(MO+AV.yp+AV;i0+AT)- /(r0,y0,20) = Z(x=0r0)A r+ fy (x0/0r0)Ay +

+ H.v#*«)Ar+ Av+ Ay+ Az=0 de donde

( (Gwo )+ ¢ )AvH(  (Xeyeze)+ N )a>

Az=-

-1
F (vv.vor® +f (x0>Vo)te+F (Fo~jAy +~Ae+ejAy] (D

-1 - .
” N -, resulta que el daltimo sumando del segundo miembro

K+c¢ R F(Frf
es un infinitésimo; reemplazando en (1) se tiene después de operar:

VvV cOmo

F2(*0(020) Ft yxQy 0z0)
donde ¢ y ¢* tienden a cero cuando (Ax, Ay) ->(0,0)

En consecuencia (2) muestra que r =/(.x,y) es difercnciable en (xGy0) y por
consiguiente continua y dcrivablc en dicho punto. Asi, se tienen:

VAR ANIWoi/Z(Wo)l
, X0,yg F.(xyz0) ~[-W ol/1W 0)]
F.rryoi/K.~0)

IAX"y )~ "T[iwM .y.)]
Si a las hipotesis del teorema se afiade que la derivada parcial —Fy (xv X2.....*,,;>")

existe sin anularse en un entorno del punto (al929..tfafi\b) por ejemplo es continua en
{a”a®™an\b)t entonces la funcion y =/ (jx,;>2,...,xn) es unica, es decir, uniforme y

es continua en el punto (ava2>..;af\b)
En efecto, para nuestro caso de tres variables si afiadimos la ultima hipdtesis, la
solucion z =f{xty) es UOnica, pues si hubiesen dos valores z * z2 para los que

F(x,yfzt)* F(x9 tz}), contrariamente a lo expresado, para un /e(z,,z,) seria:
0=F(x9Yy,*i)-F(xY,z2)« (z,-z 2JFt(x¥,Z) es decir Ft(.v,y,Z) =0
1J*Tflimn« |l

Set dado un sistema de n ecuaciones entre m +n variables

A Y, ao
> (D
Fg*.....
con /ry (yI9i..ym*Rm

que satisface las siguientes condiciones:



existe un punto (<,.....liwftp...floye Rnfn tal que F(op.,,,onp.....~5)=0
/:1,29.m

las  funciones f](xp.Mwm¥p..4) son difercnciables en el punto
(¢ <VA....M do /r\

el jacobiano
A A A
tyi fyn
A A dF2
/= bi " fy
A A d
S\

supuesto existente es no nulo en (a],...,aml\,...,bn)

Entonces en un entorno del punto (a],a2...,ame Rm formado por las variables
existe al menos un sistemado funciones yt=/ (xp...,jon) /:12../? tales que

b, =/{a\">am) y verifican idénticamente

Ft™xp...xTyi (¢19 y../], (Xp...xmJ =0
en dicho entorno de Rm
Luego todo sistema de funciones de xy,...,xm que cumpla esas dos propiedades es
diferenciable en el punto (arp....aw).
Por altimos si las derivadas parciales que componen el determinante J son funciones
continuas en el punto (ap...,am6p...6ne Rm¥ y J no se anula en las vecindades de
dicho punto el sistema de soluciones yt=ft(xp...,xn) es Unico. (William H. Young)

Demostracion: Puesto que para n =1 el teorema se reduce al caso anterior, podemos
demostrarlo por induccion completa.

Supongamos entonces demostrado para n-\ ecuaciones con n- 1 incognitas yk\

mostraremos que se cumple para n. Designemos con JIpJ 2P...,J nX los adjuntos de los
elementos de la primera columna de J , entonces

[-— [/ +7-) 4 +— ) -Y dF'j 2)
AY d\ M
Como por hipétesis J no se anula en el punto (aI9.nam'I\%.dJn) %ino por o menos de
los adjuntos de (2) no se anula en dicho punto; supongamos pues que no es nulo
# Fn) A/ 1 I\
dO'iJ'i...y.)
Con la hipotesis que las derivadas son continuas en el punto considerado, JU no se

anula en un entorno del mismo. Como por hipétesis inductiva el teorema es aplicable
para n - 1 ecuaciones, siendo Jn *0 existe un sistema (Unico si se considera la Ultima

hipétesis) de n -1 funciones



de m+1 variables independientes xl,...,xmy | que toman los valores b2,...,bfi en el
punto (av..~am\bX) y son diferenciables en dicho punto, satisfaciendo idénticamente a

las n- 1 ecuaciones.
F\ X.... >m\y,<p2f......... (*,....*,,>-)] =0 (4)

i=2,2,....n
Si reemplazamos las (3) en F|, obtenemos una nueva ecuacion de la forma

F X=X my,32(x1,...,xmyi),...,<p,{X,,....xmy,) |=<t>(xvX2,...,.xmy1 = 0(5)
Veremos ahora que existe al menos una funcion y] de las m variables x,,...,xm
diferenciable, que toma el valor i, en el punto [a”...,am) y que satisface (5) en un

entorno de dicho punto, siempre que — no se anule en el punto considerado.

Comenzamos derivando respecto a y, la (5) y las (4):

rso _dr, dF dp,  8F, d(Pn

o - sfkadr2 1 dFad(n
< dy, Ay, d, dy,
_8F, (sFn ( - dF,, dkm

dyv d}’dy, dy,

Ahora procederemos a multiplicar la primera identidad por Ju y las restantes

respectivamente por J 2,J319...,Jn
Entonces sumando miembro a miembro los resultados antes obtenidos, se tiene:
SO , N dF, _ dgr"dF, dGn~dF, r ., NdAFT
% fy\ ty\ A2 i= dyn = M
mientras que las restantes sumas son nulas pues cada una de ellas es la suma de los
elementos de una linea, multiplicados por los adjuntos de los elementos de una paralela

a ella. De esta forma resulta

0sea ! _
Sy, dy, *A

- . 50
y puesto que J y Jn son distintos de cero, se tiene — * O.
A su vez, si las derivadas parciales son continuas en la solucion

yi  =f,(X,,...,xmps Unica, pues 0 no se anula nunca en las vecindades del punto
dy,

Si por ultimo se sustituye en las igualdades (3) la funcion y», (cuya existencia ha sido

establecida), se obtiene para y #n un sistema de funciones de
todas las condiciones del enunciado del teorema:
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1*4- Inversion y cambio de variables.

11 estudio tic las funciones implicitas nos permite el de los sistemas de funciones. Caso
importante es aquel en donde el nimero de funciones es el mismo que el de variables
independientes. Como en el caso de transformaciones lineales, un conjunto de
igualdades de la forma

u = u(x9y %)
V = v(x,j\z) L (1)
v = w(xy %)

recibe también el nombre de transformacion, pues puede interpretarse que transforma el
punto de coordenadas en otro de coordenadas (mwv,w), llamado imagen suya.

Si se interpretan las (1) como ecuaciones en las incognitas X, y, z y pueden resolverse
en ellas, tendremos tres funciones de 7/ v, w que constituyen la llamada transformacion

inversa de las (1). Esta inversa daria el punto, o puntos, (x% 9) de donde uno dado
(w,v,u) podria proceder en la transformacion original o directa; estos (x%\z) se

llaman pre-iméagenes o modelos del (u,vfu).
Si las funciones (1) son diferenciabas, conjacobiano

j _H U'V'W) *()
d(x,y,z)

haremos ver que la diferenciacion nos permite obtener las derivadas de x9y9 ;
respecto de u9v9w sin conocer la transformacion inversa.
Poniendo:

=0
R (u,v,wxy,2)mvv(xy,z) =0
R(U,v,W.X,y.2)*W - w(xy,2) =0

donde d jacobiano

coincide (acaso salvo el *i(ino) con el

diferenciando ve licué



X dy z

dv - ﬂ/igc---q\-/dy -E/az ' )]
X dy dz

dw -y Dy Wy, 0
ax dy dz J

Entonces, resolviendo el sistema de ecuaciones lineales (2) por la regla de Cramer,
puesto que hemos supuesto J* 0, podremos obtener, por ejemplo, dx vy
consecuentemente sus respectivas derivadas parciales respectoa u, v, w , asi:

W \
*=4 ¥ " du- v+ Y g
A W w - Wy
d(y,2) §oodyz)
Por tanto:
d(v,w) 9(mv)
& d(y,z) X i _d(y,7)
du  J dv J  *dw )
1.5.- Nota:

El mismo teorema de existencia anunciado en 1.3. nos permitira ademas afirmar que si
las funciones (1) son continuas y tienen derivadas parciales en el entorno de un punto

(x0,y0,z0) y en este punto dichas derivadas parciales son continuas y el jacobiano Jno
es nulo, entonces existe univocamente determinada una transformacion inversa en el
entorno del punto (WO,v0,iv0) correspondiente al (*0j>0,z0) por (1). Es decir,
obtendremos asi entre ambos entornos una correspondencia biunivoca, tal que un

contorno simple cerrado tiene por homologo otro contorno simple cerrado con la misma
U opuesta orientacion segun que J sea positivo 0 negativo.

2.- Dependencia funcional
Eneste capitulo se siguen los lincamientos de la obra de Burgos, Juan mencionada en

la bibliografia.

2.1.- Introduccién
Para ilustrar las definiciones que daremos en el préximo punto, comenzaremos

analizando algunos ejemplos,
a) Sean dadas las funciones

u{xy)
V(Ar,y) =el>4
estas dos funciones se dicen dependientes porque existe una cierta relacion no nula entre

u y vque se anula idénticamente cuando se sustituyen u y v por las expresiones (1).
La tal relacion es
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F(mv) =w -1
Observemos que F(w,v) no es nula cuando u y v varian libremente, pero no obstante
severificaque F[u(jc ,v(icy)] =[e2¢y [elyix)-1 =e°-1 =0 V(x,y)e R2
Este hecho conduce a que cuando (x,y) recorre todo R2, su imagen (w,v) recorre la
curva de ecuacion wv=I; de modo que la funcion de (*,>>)->(w,v) de R2enR2,
transforma conjuntos bidimensionales en conjunto unidimensionales. Por otra parte
puesto que v =}J es evidente que v =(p(u).

b) La funciones

FI(x,y,2) =X f1(x,y.2) =Y (2-X) ;

son funcionalmente dependientes pues existe la funcion no idénticamente nula
F=u+v+w tal que setiene F(fvfvfj) =x{y-z)+y(z-x) +z{x-y) =0.
Asi, cuando (x,y,z) recorre /3, a su imagen le corresponde el plano w+v+w =0,

Observemos que adn cuando F se mantenga nula en los puntos de dicho plano, no es
idénticamente nula en ningn entorno completo de un punto (z/,v,w). Ademas, la

ecuacion del plano puede escribirse w=-w-v, de modo que >="(w,v) o0 también

fi(*.y.2)  =<49A*y.z).f2xy, 2)].

Agregamos una observacion adicional; el jacobiano del sistema es:

y-z X -X
-y zZ-X y —0
d(x,y,z) 2 Xy

¢) Veamos un dltimo ejemplo. Las funciones:
f(x,y) =2xy+2x+1  g(X,y) =X2+2xY+x2- |

son también funcionalmente dependientes, pues transforman un recinto de R2en un arco
de curva. Intentemos obtener la relacion que las liga.

De 2xy+2xH\=u se tiene 2x(.y+!)=«-! entonces para (X,y)* (0,-1) es

u-\ o
= -1 que sustituido en
y 2X
V=X 2 +2x2y1
arroja:
v="(«J-2u-3) 2)

Asi pues resulta g(jf,>") =~[/ (jr.iy)-1]1J-1 es decir =

Aqui puede tomarse de (2) la funcion F(u,v) =u2-2w-4v-3 no idénticamente nula,
siendo el jacobiano
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dv) _ 2(3"+) 2X

=0 V(x,y)e/?)
d{*>y) 2idM+1)2 2x2(y +1)

2.2. - Definicion:
Sea D<zRn abierto. Una funcion f:D->R se dice que es diferenciable con

continuidad o continuamente diferenciable en D si existen las derivadas parciales —

y son funciones continuas en todo D.
El conjunto de tales funciones se denota por C1(D) y en consecuencia se las conoce

como funciones de clase Clen D.

2.3. - Concepto de dependencia funcional,
Sea D<zRn un conjunto abierto y consideremos m funciones reales de clase C‘en D

V=M (Xp™9)X,)
. 0)

»«=/«(*l.o0 )
U Se dice que las funciones /1¥2—»/mson dependientes en el conjunto D si existe
una funcion real F:S R, A(WL....«<n) de clase Clen un conjunto abierto Sa Rm
que incluya a ft(Z))x..x/m(/)), que no se anule en ningln entorno completo de un
punto de S vy tal que:

FIyi(xi,...,xfl),....,/mx1...,.xAH] =0 V(xp...xn)e D
uTambién diremos que una de las funciones dadas (1), depende
funcionalmente en D de las funciones I =It2,.,.,/w e ixk> si existe
una funcién < de clase C1tal que
fk = <p[fi (NxFEN Yy [ > +i

para todo (jg....x] gD.

(Diremos que las funciones /(xp...,xm), i=l2,.,/n son funcionalmente

dependientes en D si una de ellas, al menos, depende, segun el punto anterior,
funcionalmente de las restantes.
U Las funciones ft(x.....*,), /=12....m se dicen independientes en D si no son

dependientes en D.

2.4,- Observaciones.

u Sea D<zR*. Si las funciones Yyj,,,.,/w todas de D en R son dependientes en D,
entonces dichas funciones son dependientes en cualquier tfc C , pero pueden no serlo
enun //d a . Sl dichas funciones son independientes en D, entonces también lo son
en todo D* z=1) , pero no han de serlo, necesariamente, enun D 'cD .
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I En Algebra Lineal se dice que las funciones de D en R son linealmente
dependientes, si existen ciertas constantes Kj,....kmeR no todas nulas, tales que
kfi{x)+...+km m(x) =0 VxeD.

La dependencia lineal entre funciones es pues, un caso particular de dependencia
funcional ya que si se cumple la anterior relacion entonces también se verifica la
condicién de dependencia funcional para la funcién F , de RncnR definida por

F(uv..um) =kui +...+kmm

U La dependencia funcional acontece en general sin necesidad de que dicha
dependencia sea lineal. Asi por ejemplo las funciones senx y e0s X para xe R no son
linealmente dependientes (pues no son proporcionales), pero son funcionalmente

dependientes ya que sen2* +eo0s2x =1, es decir, se cumple la condicién de dependencia
para la funcion F:R2-+R, F(u,v) =u2+v2-1.

2.5,- Caso sencillo de dos funciones.
Sean / y g dos funciones de clase Clen un abierto D ci?2 .Si g depende
funcionalmente de /, segln la definicion anterior, existe una funcion de clase C1 tal
que

#(>y) =<>[/(*y)]  V(x,y)eD (1)
Si derivamos en (1), obtenemos por la regla de la cadena:

«/ E£E-£=0
dx dx
)
<p'V-dL =o
dy dy
En cada ( . x,y)eD el sistema lineal homogéneo (2) tiene la solucion no trivial

(N'(7(x,M)),-1) por lo que el determinante de los coeficientes ha de ser nulo

¥ ¥ £ £
dx  dx _o dx dy _0
£ £ ¥  dx
dy dy dx dy

De lo anterior podemos establecer que si dos funciones / vy son funcionalmente
dependientes en D es condicion necesaria (como demostraremos en un proximo
teorema general) que se anule en todo (x,y)e D eljacobianode / y respectoa v e

y
2~ 4 =0 ®

Como veremos a continuacion si se verifica (3) V(x,.v)e/3, siendo /) un ubierto

conexo de R1, entonces / y ¢ son funcionalmente dependientes en un cierto
subconjunto abierto de Rfondicion suficiente).
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Hn efecto. Si todos los elementos de (3), 0 sea, todas las derivadas de / y % se anulan

en todo punto D entonces / y g son constantes en D conexo y hay infinitas
formas de expresar g(x,y) =(p{t{x.y))0
V(.v,y)eD.

Supongamos entonces que una al menos de las derivadas no es

dx dy ' dx ' dy
idénticamente nulaen D,
Sea por ejemplo /v(*0>.Vo)*0 en un cierto punto (x0,y0)eD . Designando con u

una nueva variable, la funcién F{x,y,u) =f(x,y)-u, no idénticamente nula, queda
definida en cada punto de un conjunto de tres dimensiones S, resultante de asociar a
todo (*>>)e D un valor cualquiera u . Puesto que en el punto (x0,y0,u0)e S  donde

se ha puesto u0="f(x @ 0), es
W)“0 y K No) = fy (w*b».Vo) A A

la ecuacion F(x,j;,u) =0, por el teorema de la funcion implicita, se puede resolver con
respecto a y obteniéndose una Unica funcion de clase Cly =$(x,t4) en un entorno de
(xOw0). Sustituyendo en g(x,y) la $=en lugar de la y se tiene una funcion

Gieu) =gx <>(xu) @)
Si probamos que G es independiente de r, o sea, que es de la forma <p(u) en un
entorno de (jd),wW)) entonces se tendra

E(x->') =7>(/(*>>)) (5)
pues los valores que toma u en un entorno de u0 son exactamente los valores que toma
f(X ,y) en el correspondiente entorno de (x0,y0).
Claro que si se verifica (5) significa que /7 y gen funciol
entorno de (XU,yO) y esto es lo que deseamos demostrar.
Por la regla de la cadena aplicada a (4) se tiene

8G dgdg
dx dx dy dx w

y ademas por la misma regla en E=/(.r,(a(.r,M))-n =0 se tiene
SU.SCii.o
dx dy dx Y
y <
Utilizando ahora la hipoétesis de que el jucobinno se ntuiln ] dy entonces dos
g dg
fiv dy

lineas son proporcionales, es decir que existe A tal que
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dx dx dy dy

siendo, como sabemos, por la continuidad d—*O en un entorno de (x0,y0). En
y
consecuencia por (6) y (7) teniendo en cuenta las (8), es:

dx dx d}f dx \dx dy' dx)

pero esto implica que G(**/) es independiente de x en el entorno de (xOw0),0 sea, G
toma para cada x del entorno, un valor v, que depende solo de */, es decir, v =cp(u).
Poniendo VO=g(x @ 0) se tiene vO=<p(u0). Por esto, mientras el punto (*>>) describe

el entorno de (*0,>0), e' Punt0 i/=/(**.?)» v=£(*>>) describe la curva con
puntos simples v ="(n). Queda asi demostrada la dependencia funcional entre / y ¢ .

2.6.- Condicion necesaria de dependencia funcional.
Sea D un conjunto abierto de Rny consideremos m funciones reales de clase

Clen D, siendo m <n

= /] (KLyo xomweak )

R AT CI R S T |

Si el jacobiano de las m funciones / respecto de wde las n variables xk es distinto
de cero en algun punto de Z), entonces las citadas funciones fi /=1,..,an son
independientes en D. También podemos decir: si las funciones son
dependientes en D entonces en todo punto de D se anula el jacobiano de

respecto de m de las variables xI9...,xm,..,9%f (no se pierde generalidad si el jacobiano
se considera respecto de las m primeras xk ya que si es necesario se altera el orden de

las variables para ocupar los m primeros lugares).

Demostracion: Observemos que los dos enunciados anteriores son equivalentes, pues
cada uno de ellos es el contrarreciproco del otro.

Demostraremos el primer enunciado por reduccion al absurdo, esto es, vamos a suponer

que en cierto punto (al9..%nmo...%n)e D es
Yoo Ny 0 0)

y que existe una relacion funcional entre dada por una funcién F(ut,...,um).

Pretendemos llegar a una contradiccién que nos obligue a rechazar la existencia de la
funcion F.

Comolas /7, /= no1 de clase C1, por cumplirse la desigualdad (1), el teoren
de la funcion implicita permite asegurar que el sistema de ecuaciones



define implicitamente a jr,.....Jw como funciones de clase Clde W, y .I,M..xn
en un cierto entorno IVe/T del punto (A,....bman...,«,) donde
hf =/, (0....y =1,..,w. Si a dichas funciones implicitas las indicamos con

X....<gm se verifica que:

W~fi Wy JT ,,¥n J—0
V(w,..wv*ml...ad gy para /=12..m 2
Cabe destacar que por ser A'c/J* un entorno del punto (A,....bmanm~,. af)
existen un entorno U c¢ Rm de(A,....bm) y un entorno Vc¢:Rn'm do (i/A,..u/r)de
modo que U*V<zN vy las (2) se verifican siempre que (w, um)eU y que

(**¢1...xHeV .
Ahora, como para la funcion A (M](...fMy) se cumple que
FIMX....X,)../mX...)120  v(*...xn)eD 3)
por la argumentada relacion funcional, esto sera cierto en particular si se toma
..... y
* =<PAUL.....<.o0 .. Messs X.) (Ncdet/
para (4)

Llevando (4) a (3) y teniendo en cuenta las (2), encontramos que

F(UyenUnBO V(<o um*U

lo que es una contradiccion pues A'no puede anularse idénticamente, por propia
definicion, en ningun entorno completo de un punto de su conjunto de definicion.

Si e) namero m de funciones fuese mayor que el nimero n de incognitas, entonces
las m funciones serian dependientes en ). Ln efecto si m>n las funciones /,

se pueden considerar corno funciones de m variables definidas en D\Rmm%
escribiendo;
/ (*|erex,) < / A+
y el jacohiano

en todo punto ilcl campo de definicion, pues tiene si« ni - n Gltimas columnas nulas.

2,7.- Condicion euflrienfr de dependencia funcional.
u) l'or brevedad de escritura indicaremos con i (») el sistema
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DT (F M (1)
um =fm{
y con ./f(x) la matrizjacobiana de f en x:
\
r(x
yrd- )

b) Teorema del rango constante

Sea D un conjunto abierto de Rny consideremos m funciones reales f de clase Cl
en D (sistema (1)), tales que la matrizjacobiana Ji (x) tengarango r, 0< r< m,en
todo punto xe D, es decir:

Utodos los menores de orden mayor que r de Ji (x) son nulos entodo xe D y

Upara cada aeD , existe un menor de orden r de Ji (x) que no es nulo.

Entonces para cada aeD existe un entorno de dicho punto tal que en él se verifica:
Uexisten r funciones f {independientes,

Ucada una de las m -r funciones f k restantes dadas, dependen funcionalmente de las
anteriores r funciones /7 .

Demostracién: Podemos suponer sin pérdida de generalidad que Jr(x) es el menor

rXr que ocupa la esquina superior izquierda de Ji (x):

& M1
9S4 dxr
&

Sr, dxr

Entonces las funciones /p...,/r son independientes en D, el cual es un entorno de a,
pues para ellas se cumple lo exigido en el teorema anterior 2.6.
Debemos demostrar que cada una de las /r+p...,/ mfunciones restantes dependen de las

f, , /=1,2,.,.,r en un cierto entorno de a=(a,,...,an) que por brevedad vamos a

hacerlo sélo con /r+, pues para las demés el razonamiento es andlogo. También por
razones de brevedad un punto cualquiera se descompondra de la siguiente manera
N- “(">") donde x = y luego a —

ademas = Indicaremos con ft,=/,(a),«..A =/r(a); 6 S>)
7=(/jij,de DenR\
Comenzamos considerando el sistema de r ecuaciones:

/,(**)-/, =0
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Como / esdeclase Clen Dypuesto que el jacobiano de esta funcior
es no nulo en a, es evidente que al sistema (1) podemos aplicarle el teorema de la
funcién implicita para definir r funciones

v, =<3
X =<p(ux) < (2)
Xr =Jr (u,X)
de clase C1 en un entorno N del punto estas funciones son

para todo (z/,i) del entorno considerado. Si
derivamos las / parcialmente respecto a una cualquiera de las x, que llamaremos xKk,

se obtiene en el entorno N(b,a)<zRn:

X "-(<p(u,x),xa)’€(u,x) +’C\]'£-L(<p(u,x),x):o i=\,2,...r ©)]

Para verificar que la funcion /rfl depende en un cierto entorno del punto a, de las
funciones f {....fr, llevemos los xp....xr definidos por (2) a la funcién f rH :

G(0,x) =frr[v(i7,i),i]  V(wx)gN (4)
y hagamos ver que dicha funcién no depende de k en el entorno N (es decir al variar
x en N) y en consecuencia escribiremos G(w,x) =G(w). En tal caso el teorema
estara ya probado pues por la continuidad de « =/ (x) en x =a existira un entorno de
a tal que Vx de él se verificara que

/,..(%)=G/i(*)>-.1,(*)]

que es la condicion de dependencia funcional.
Comprobemos que (4) no depende de Je, esto es, que son nulas las derivadas parciales

de G(m,x) respecto de todas las variables xrH9...,xn. Llamando como antes xk a una

cualquiera de dichas variables, derivando (4) respecto de xk se tiene para (w,i) e N

tG (L +-M(<3(W,.V),.t
" - e ). 5
Las (3) y la (5) permiten asegurar que por ser =/ (x) continua en existe un

entorno de a tal que Vx del mismo, es:

i 0 para »=I,2,...,r

V. !Vll\l-(7(*)’*) s

Desarrollando las anteriores relaciones en forma menos detallada, tenemos:
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A<, Y AL

Ar, av, av, a.v,
+~ 0~ paracualquier k=r +I#.,r (6)
av, a.v, a.v, a.v, a.v,
ar>\ + dii
av, av, a.v, av, a.v, an J
Interpretando (6) como un sistema de r +
N-l, M- 1, que es compatible, pues dichas derivadas existen, resulta que el

fiv'  8xk
determinante de este sistema es nulo en un entorno de a pues es el jacobiano

c(fv-"fr'fr\ ' estQes™un menor orcpn r +j (je | matriz J\(x) cuyos menores
3(jg.....xr.xK)

de orden mayor que r sonnulosen D.

Como el sistema es compatible y su determinante es nulo, son también nulos todos los
determinantes que se obtienen al sustituir una columna cualquiera de aquel por la
columna de los términos independientes. En particular lo serd el determinante que
resulta de sustituir la Gltima columna por los elementos de los términos independientes,
esto es:

A
8X] dxr
A A 0
dx} dx.

A 86
dr, dx. dxk

el cual al ser desarrollado por los elementos de esta Ultima columna, resulta
g(yi»./,) sg O

es decir CJJ(*) «— =0, peirra como por hipotesis  (x) 0, resultcgique — =0 <an

g,
del entorno de a. Rn consecuencia Gndepende de  y esto &
demostrar.
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